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Autour de la Conjecture de Dyson 
LAURENT HABSIEGER 
1. INTRODUCTION 
En 1962, en vue de norrnaliser des densites de probabilites intervenant dans son 
etude statistique des niveaux d'energie, Dyson [5] fut amene a conjecturer l'identite 
suivante: 
(1) 
ou CT f designe Ie terrne constant d'une serie formelle f et ou a est un entier naturel. 
Ce resultat fut rapidement etabli par Gunson [7] et Wilson [13], mais ce fut Good [6] 
qui en donna la preuve la plus courte et la plus elegante, en 1970. II montra en fait la 
generalisation suivante, deja conjecturee par Dyson [5] et demontn!e par Wilson [13]: 
CT n (1_~)ai = (at + ... + an)! 
t""i~j""n Xj at! ... an! ' (2) 
ou les ai sont des entiers naturels. En 1975, Andrews [1] proposa un q-analogue pour 
ces identites et conjectura la formule: 
(3) 
ou (xh = (1- x)(I- qx) ... (1 - qk-tX ). La seule preuve connue a ce jour est due a 
Zeilberger et Bressoud [15]. Toutefois Bressoud et Goulden [4] ont ameliore la 
demonstration originale pour etablir leur 'master theorem' : 
(4) 
lorsque T est un tournoi non-transit if. Rappelons qu'on tournoi Tan sommets est un 
ensemble de paires ordonnees (i, j) telles que 1 ~ i * j ~ net (i, j) E T si et seulement si 
(j, i) ft T. Un tournoi Test dit transitif si (i, j) E T et (j, k) E T entralne (i, k) E T. Les 
autres tournois sont dits non-transitifs. 
Notons enfin que Ie q-analogue de (1), a savoir 
cr n (~) (qxj ) = (q)na 
t""i<j""n Xj a Xi a (q)~' (5) 
a ete depuis lors demontre de multiple fa~ns par Habsieger [8}, Kadell [9], 
Stembridge [12] et Zeilberger [14]. 
Le but de cet article est de proposer un nouvel angle d'attaque de ces resultats et 
conjectures. Ainsi, dans Ie cas q = 1, no us etablirons une nouvelle formule, dont 
decouleront facilement (2) ainsi que (4) dans Ie cas q = 1. Puis nous etudierons Ie cas 
n = 2 et nous prouverons plusieurs nouvelles formules, qui impliquent toutes l'identite 
(3). Enfin , nous examinerons les differentes generalisations susceptibles de fournir des 
resultats interessants et prouverons Ie cas k = 1 de la conjecture de Macdonald [10]. 
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2. LE CAS q = 1 
Pour a = (al> .. . , an) E ~n, on note M(a) l'ensemble des mots a n lettres compor-
tant ai fois la lettre i. Pour WE M(a) et 1 ~ i"* j ~ n, on designe par aij(w) Ie nombre 
de i situes avant Ie premier j , lorsque aj > 0; si a; est nul, on pose a;;(w) == ai' Enfin, 
pour W E M(a) et x = (X li ' .. ,xn), on definit 
( 
X,)aij(W) 
IPw(x) = IT l-~ 
l""i+;""n. x; 
et 
On a alors Ie theoreme suivant: 
THI~OIrnME 1. La formule suivante est verifiee, pour tout entier naturel non nul n et 
tout n-uplet d'entiers a: 
(6) 
wEM(a) 
PREUVE. Montrons cette identite par recurrence sur n + al + ... + an' Si n = 1 et 
a1 = 0, c'est plus qu'evident. Pour utiliser l'hypothese de recurrence, distinguons deux 
cas. 
Premierement, toutes les coordonnees ai de a sont strictement positives. Pour 
WE M(a), retirons-Iui sa derniere lettre, disons i. De par la definition des puissances 
akl(w), nous avons IPw(X) = lPu(X), si W = vi. En notant ei Ie i-ieme vecteur de la base 
canonique de 7Ln , ceci montre que: 
wEM(a) i=1 uEM(a-ei) i=1 uEM(a-ei ) 
n 
= L fPn(a -ei;x) 
;=1 
car i IT (l_:,;)-l=TI IT x;-O 
i=11"";""" X; i=l 1 ""j""n X; -.. X; 
;+i j+i 
vaut Ie polynome d'interpolation de Lagrange du polynome 1 au point 0, c'est-a-dire la 
constante 1. 
Deuxiemement, l'une des coordonnees de a est nulle , disons ai = O. Notons v Ie mot 
deduit de W par remplacement de chaque lettre j superieure ou egale a i + 1 par j - 1 et 
a(i) Ie n - 1-uplet obtenu a partir de a en lui otant sa i-ieme coordonee. Par definition 
des akl(w), nous avons 
et nous obtenons: 
IPW(X) = lPu (X(i» x IT (1 - xjl Xit j, 
t ~j :s:n j-+i 
L IPw(X)= L lPu(x(i» IT (l-x;fx;)aj 
wEM(a) vEM(a(i) 1 ""j";'n j+; 
= ( L. lPu(x(i)) IT (1 - x;fx;ti 
uEM(a(') l..;,j"" j+i 
= fPn(a(i);x(i» x IT (l-x;fx;)aj= fPn(a;x) , 
1 ""j""n j+; 
ce que acheve la preuve du tbeoreme. o 
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Passons maintenant aux applications. 
COROLLAIRE 1. Pour tout entier n et pour tout n-uplet d'entiers relatifs a, la 
conjecture de Dyson est vraie: 
CT cI>n(a; x) = (al + ... + an)! . 
al! ... an! 
PREUVE. Pour WE M(a) , ft!ordonnons les n lett res -1, ... , n, suivant l'ordre 
d'arrivee dans w, de sorte que k < 1 ~ ai1ik( w) = O. Si a a certaines coordonnees nulles, 
les lettres correspondantes seront placees dans un ordre quelconque, a la fin; cet 'ordre 
de queue' n'inftue pas sur les resultats car les puissances correspondantes sont nulles. 
Alors nous avons: 
Dans ce produit, les termes XiI n'apparaissent qu'au numerateur et par consequent 
(
X- )a1kll(W) 
CT <Pv(x) = CT 2""11",,n 1- X:~ . 
Ainsi, de proche en proche, on voit que CT <Pw = 1 et donc que CT cI>n(a;x) = 
#M(a) = (al + . . . + an)!/(al! ... an!, comme il est bien connu [2). 0 
Demontrons maintenant Ie cas q = 1 de (4). 
COROLLAIRE 2. Si T est un tournoi non-transitif et si a est un n-uplet d'entiers 
strictement positifs, on a: 
( 
X_)ai( x_)a;-l CT f1 1 - ....! 1 - ...1 = O. (i,j)ET Xj Xi 
_PREUVE. Remarquons tout d'abord que: 
f1 (1_~)ai(1_:i)a;-I=cI>n(a ; X) f1 (1_:i)-1. 
(i,j)ET Xj Xi (i,j)ET Xi 
Grace au theoreme , on se ramene ainsi a examiner l' action du produit II(i,j)E T (1 -
X)Xi)-1 sur chacun des termes <Pw(x), pour WE M(a). 
Pour a E @:in, posons 
et 
Tu= {(i,j): 1,,;;; a- 1(i) < a-1(j),,;;;n} 
T~ = {(i, j): 1,,;;; a-l(j) < a- 1(i) ,,;;; n}. 
Pour WE M(a), on peut definir une permutation aw de @:in par aw(k) = ik , oil, comme 
precedemment, ik designe la k-ieme lettre par ordre d'apparition dans w. Posons 
Mu(a) = {w E M(a): aw = a} pour a E @5n • Alors, pour tout WE Mu(a), on a: 
( 
X_)-l (X_)aii(W) (X_)-l 
<Pw(X) f1 1 - ...1 = f1 1 - ....! f1 1 - ...1 • 
(i,j)ET Xi (i,j)ETo Xi (i ,j)ET Xi 
= f1 (1- ~)ai;(W)-1 f1 (-Xi) . 
(i,j)ETo Xj (i,j)ETnTo Xj 
Ceci montre que la contribution au terme constant est nulle, a moins que Tn Tu = 0, 
c'est-a-dire T = T~ = T,.CT> oil ra est la permutation de @:in definie pour 1,,;;; i ,,;;; n par 
ra(i) = a(n + 1 - i). Mais alors Test transitif, ce qui est contradictoire. 0 
Completons notre etude par l'examen du cas oil T est un tournoi transitif. 
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COROLLAIRE 3. Si a est une permutation de {I, ... , n} et a un n-uplet d'entiers 
strictement positifs, on a: 
n ( X,)ai( x,)ai -l (al + . . . + a )! nn a, CT 1-...2 1-....!. = n I. (i,j)eTo Xj Xi al! ... an! ;=1 aa(l) + ... + aa(; ) 
PREUVE. D'apres ce qui precede, on a en fait 
Or on sait que tout mot W de Mra(a) peut etre decompose en un mot de 
M(lZ)(aa(n ), al + . . . + an - aa(n») et un mot de Ma·(a(a(n»), oil a' designe la permuta-
tion de @)n-l obtenue en otant a ra sa premiere lettre: on remplace dans W la lettre 
a(n) par 1 et les autres par 2 pour obtenir Ie premier mot, et on lui enleve les lettres 
a(n) pour obtenir Ie second. Comme on sa it que 
a 
#M(lZ)(a, b) = #M(a -1, b) = #M(a, b) x --b' 
a+ 
on en deduit par recurrence sur n que 
#Mra(a) = fI ai 
#M(a) ;=l aa(l )+ ... +aa(i/ 
ce qui demontre Ie corollaire. o 
On peut remarquer qu'au lieu de considerer Ie debut des mots de M(a), on aurait 
tout aussi bien pu considerer leur fin et prendre pour aij( w) Ie nombre de i situes apres 
Ie dernier j. Alors CPw(x) aurait ete defini de la meme falton, Ie theoreme aurait encore 
ete valide et il aurait implique les trois corollaires, exactement de la meme maniere. 
lei, cela n'a guere d'importance, mais, lorsqu'on introduit I'indeterminee q, cela donne 
lieu a des formules differentes, comme on va Ie voir main tenant. 
3. LE CAS n =2 
Pour WE M(a, b), on note ~1(W) (resp. sz(w)) Ie nombre de 1 (resp. 2) situes apres 
Ie dernier 2 (resp. 1) et al(w) (resp . azCw)) Ie nombre de 1 (resp. 2) situes avant Ie 
premier 2 (resp. 1). Enfin, si W = WI • • • Wa+b, on definit Ie nombre d'inversions de w, 
note inv w, et I'indice majeur de w, note maj W par: 
inv W = #{1 ~ i <j ~ a + b: W; > Wj}; 
maj W = 2: i. 
Pour obtenir un developpement de (xt!xZ)a(qxz/xlh qui soit un q-analogue de (6), on 
utilisera l'une des formes du lemme suivant. 
LEMME. Si a et b sont des entiers naturels non nuts, on ales quatre formules: 
a - I 
(X)a(1- yX-1) = (X)a + y 2: qk(Xh + y(X- l)I' (7.1) 
k=1 
a-I 
(X)a(1- yX-1) = (X)a + Y L q k-l(qkX)a_k + yqa-l(ql-aX- 1h , (7 .2) 
k= l 
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b-l 
(1- yX)(qX-I)b = (qX-I)b + Y L qk(qk+IX-Ih_k+ yqb(q-bX)v (7.3) 
k=l 
b-I 
(1- yX)(qX-lh = (qX-I)b + Y L qk+l(qX-lh + yq(q-1Xk (7.4) 
k=1 
PREUVE. On ecrit (X)aC1 - yX- I) = (X)a - yX-I(X)a et on fait rentrer Ie terme 
-yX- 1 dans Ie produit (X)a par la fin. On obtient alors par iteration: 
(_X-I)(X)a = (X)a_l(qa-I - X-I) = qa-l(XL_1 + (-X- 1)(X)a_l 
a-I a-I 
= L qk(X)k + (-X-I)(X)1 = L qk(Xh + (X-I)I' 
k= l k=l 
ce qui prouve (7.1) . De meme on montre (7.2), en introduisant Ie terme -yX- 1 par Ie 
debut: 
a-I 
= L qk-l(qkX)a_k + qa-l(ql-ax-l)l' 
k=l 
Les preuves de (7.3) et (7.4) sont exaetement calques sur eelles de (7.1) et (7.2). 0 
On peut interpreter ees quatre formules en termes de mots, en faisant y = q dans les 
deux premieres et y = 1 dans les deux dernieres: 
(X)a(qX-I)1 = L qma j W(X)"'I(W)(X- I )"'2(W); 
wEM(a, l) . 
(X)a(qX-I)1 = L qinvw(qa-a,(w)X)"'I(W)(ql-ax- I)"'2(W); 
wEM(a,l) 
(XMqX-lh = L qinvw(q-bXhl(W><qb+l-~2(W)X-lh2(W); 
WEM(I ,b) 
(X1)(qX-lh = L qmaj W(q- IX)a2(w)(qX- I )",,(w)' 
WEM(b,l) 
On remarque tout de suite que (7.1) et (7.4) sont deux aspects d'une meme relation et 
qu'on peut done trouver trois q-analogues a la formule (6). 
THEOREME 2. Pour (a, b) E ~f, on a: 
(X)a(qX-lh = L qmaj W(X)a,(w)(X-1)a2(w), si a;;;: 1, (8.1) 
wEM(a,b) 
(X)a(qX-lh = L qinvw(qa-",,(w)X)"'I(W)(ql-ax- I )"'2(W)' (8.2) 
wEM(a,b) 
(X)a(qX-I)b = L qinv W(q-b Xhl(W)(qb+l-~2(W) X- Ih2(W)' (8.3) 
wEM(a,b) 
PREUVE. Notons CfJI(a, b; X) Ie membre de droite dans (8.1) et, pour WE M(a, b), 
posons 
fw(X) = qmaj W(X)al(w)(X- I )a2(w)' 
Maintenant, fixons-nous un mot W de M(a, b) et examinons ce qui se passe Iorsqu'on 
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retire des lettres a la fin de w. 
Si w = v2, alors fw(X) = !v (X). 
Si w = v21, alors fw(X) = qa+b-t!v(X) = qa+b- 1fv2(X). 
Si w = vll, alors fw(X) = !vt(X). 
Ceci nous permet d'ecrire la relation de recurrence: 
tpt(a, b; X) = tpt(a, b - 1; X) + tpt(a - 1, b; X) + (qa+b-t - l)tpl(a -1, b -1; X). 
Cette relation est verifiee par (X)iX-lh. Comme aux bornes a = 1 ou b = 0, 1, on a 
tpl(a, b;x) = (X)a(X-1h, la formule (8.1) sera vraie pour tout couple (a, b) de 
N* x N. 
La demonstration de (8.2) est completement differente.Cette fois-ci, on raisonne 
par recurrence sur a. On va noter tp2(a, b; X) Ie membre de droite de (8.2) et comme 
precedemment, on pose, pour WE M(a, b), 
fw(X) = qinv W(qa-",1(W)X)",,(W)(ql-aX- 1)"'2(W). 
Comme on a trivialement tp2(O, b;X) = (qX-th, on doit donc montrer que 
tp2(a, b; X) = tp2(a -1, b; X) x (1- qa-1x). A tout mot w de M(a, b), on associe un 
unique mot v de M(a -1, b), obtenu a partir de w en lui otant son premier 1, et on 
notera ce lien w - v. Pour etablir la relation de recurrence, il suffit de prouver que 
pour tout v de M(a - 1, b) on a: 
L fw(X) = 1 _ qa-1x. 
w-+v!v(X) 
Si v commence par la lettre 1, on a 
Si v commence par a lettres 2, oil £¥ est un entier naturel non nul, on note WA Ie 
mot obtenu a partir de v en inserant un 1 entre la ).,-ieme et la ()., + l)-ieme lettre de v, 
pour O~).,~a. Alors fWo(X)=qinvv(qa-1X)1 et pour l~).,~a, on a fw.(X)= 
qinvv+A(ql-aX-1).... En utilisant (7.1), on en deduit que: 
]:/w(X) = ~/w'<X) = qinvv[~l qA(ql-aX-1)A + (qa-lX)l] 
= qinvv[(ql-ax-1)",+1(1_ qa-1x) _ (ql-ax-1)",+t1 
= qinvV(q2-aX- 1)",(1_ qa-1x) = !v(X)(l- qa-1x), 
ce qui acheve la preuve de (8.2). Le demonstration de (8.3) est similaire a celIe de 
(8.2) (au lieu d'enlever Ie premier 1, on enleve Ie dernier 2) et est laissee aux bons 
soins du lecteur. 0 
Comme on sait [2] que les fonctions generatrices sur M(a, b) du nombre d'inversions 
et de l'indice majeur valent toutes deux (q)a+b/(q)a(qh, cela prouve la q-conjecture 
de Dyson pour n = 2 de trois nouvelles manieres. 
4. LES DIMENSIONS SUPERIEURES 
Les formules (8.1), (8.2) et (8.3) ne se gereralisent pas naturellement. Pour s'en 
apercevoir, regardons ce qui se passe lorsque n = 3 et a = (1, 1, 1). Alors M(a) 
s'identifie a 6 3 et pour (J' E 6 3 , la generalisation naturelle des fw intervenant dans (8.1) 
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et (8.2) est la fonction produit fa(x) = a Ih"'i<j""3 (1- x;!Xj). Supposons qu'il existe des 
reels ).( a), pour a E 6 3 , tels que 1'0n ait la formule: 
( Xl) (qX2) (Xl) (q
X3) (X2) (qX3) = 2: ).( a)J. (X) 
X2 I Xl I X3 I Xl I X3 I X2 I aE@;3 a· 
Apres simplifications, cela donnerait l'egalite polynomiale 
X X X X X2 X2 
= ),(123) - ),(132) ~ - ),(213).2 + ).(231) 22 3 + ),(312) _3 - ),(321) ~. 
X2 Xl Xl XIX2 Xl 
Prenons Xl = qX2 dans cette egalite. Cela nous donne 
0= ),(123) _ ),(123) + ()'(213) _ ),(132») X3 + ()'(312) _ ),(321») x~, 
q q2 X2 q q2 x~ 
d'ou l'on deduit que: 
),(213) = q)'(123), et ),(321) = q)'(312). 
En reportant dans l'identite de depart, on obtient 
( X3) (X3) (X3 X3) x~ 1-q- 1-q- =),(213)-),(132) --q- +),(321)-. 
Xl X2 X2 Xl XIX2 
Prenons maintenant Xl = qX3 dans cette derniere egalite. Ceci nous donne: 
0= ),(213) - ),(132) _ X3 ()'(132) _ ),(321»), 
X2 q 
d'ou ),(213) = ),(132) et ),(321) = q).(132). En reportant encore une fois, on obtiendrait 
1 - qX3/X2 = ),(132)(1 - X3/X2)' ce qui est impossible. 
Pour montrer que (8.3) ne se generalise pas facilement a n = 3, on prend 
a = (1,2, 1) et en suivant Ie procede decrit ci-dessus, on prouve qu'il n'existe pas de 
developpement du produit nl""i<j""3 (x;!xJa,(QX)Xi)aj en combinaisons lineaires des 
fonctions 
n (Q -ajx;! Xj) Il';j(rw)( Qaj- Il';j(rw) + IXj / Xi) Il';j(rw). 
1~i<j:!!f;3 
Toutefois, la voie n'est pas completement bouchee, comme Ie suggerent Ie theoreme et 
Ie corollaire suivants. 
THl30REME 3. Si R est un systeme de racines reduit, de groupe de Weyl W, de systeme 
de racines positives R +, on a: 
ou x(a) = 1 si a E R+ et x(a) = -1 si -a E R+, et ou l(w) = #R+ n R- designe la 
longueur de w (cf [3]). 
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COROLLAIRE. La conjecture de Macdonald [10] est vraie pour k = 1, c'est-ii-dire que 
si R est un systeme de racines reduit, on a: 
CT IT (1- e-<r)(l - qej = IT ~ , . (1 ~) 
<rER+ ; 1- q 
ou les d; sont les degres des invariants fondamentaux de W. 
On remarquera que Ie cas R = A n - 1 correspond a la valeur a = (1, ... , 1) dans (3). 
PREUVES. On utilise l'identite de Weyl [3], 
IT (e<r/2 - e-<r/2) = 2: eWP, 
aeR+ weW 
ou p designe la demi-somme des racines positives. Alors on peut ecrire 
IT (1- e-j(l- qe<r) = 2: e(w)eWP - P IT (1- qe<r) 
exeR+ weW aeR+ 
= 2: IT (1 - qej IT (1 - qe<r)(_e-<r) 
weW aeR+nwR+ lVeR+nwR-
= 2: ql(w) IT (1 - qx(<r)ej, 
weW ll'EwR+ 
ce qui prouve Ie theoreme. 
Observons main tenant que 
CT IT (1 - qx(<r)e<r) = 1, 
aewR+ 
car une somme de racines positives ne peut etre nulle que si la somme est prise sur Ie 
vide. On en deduit que: 
comme il est bien connu, et Ie corollaire est ainsi prouve. o 
On remarquera que cette preuve s'adapte tres bien pour prouver la conjecture de 
Morris [11] sur les systemes de racines affines de systeme gradient reduit dans Ie cas 
k = 1, c'est-a-dire pour calculer Ie terme constant du produit TI<rER+ (1 - e-j(l -
q<rej, ou q<r est une indeterminee ne dependant que de la longueur de ll'. On trouve 
alorspour ce terme constant la valeur 
1- q xht(<r) 
"" IT li(w) - IT· <r LJ q; - 1 _ xht(<r) 
weW aeR+ 
C'est probablement l'une des preuves elementaires les plus rapides des q-conjectures 
de Macdonald-Morris dans Ie cas k = 1. 
On s'aper~oit ainsi que deux voies sont ouvertes. D'une part, on peut essayer de 
trouver un q-analogue pour (6), c'est-a-dire un developpement de 
TI1"";<ro;;n (x;!Xj)a.(qx)x;)aj comme combinaisons lineaires de produits du type 
(Jw n<j TI<rEAi/1- q<rx;!Xj). Si on note la presence dans chaque produit des termes 
(1 - qajXj /x;), ou (1 - q-ajx;!xJ seIon les cas, une telle formule impliquerait Ie 
'master theorem', exactement comme dans Ie cas q = 1. D'autre part, il serait 
interessant de trouver une generalisation du Theoreme 3 pour des valetirs de k plus 
grandes, c'est-a-dire developper TI<rER+ (e-jk(qe<r)k comme combinaison lineaire de 
produits du type indique. 
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